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SYMULACJA  ALGORYTMÓW TOMOGRAFII KOMPUTEROWEJ

Streszczenie  


W referacie omawia  się proces  rekonstrukcji obrazu tomografii komputerowej i zasady pracy konkretnych algorytmów odtwarzania pewnych własności (np. gęstości) badanego obiektu. Przedstawione zostały etapy rekonstrukcji komputerowej za pomocą  algorytmów splotu i projekcji wstecznej oraz iteracyjnych algorytmów algebraicznych. Również przed-stawione zostały wyniki przeprowadzonych eksperymentów dla tych algorytmów dla wiązki równoległej w postaci wykresów dokładnych wartości badanej funkcji, uzyskanych wartości oraz uzyskanych błędów.

1. WSTĘP

Tomografia komputerowa ma swe zastosowanie wszędzie tam, gdzie istnie-je potrzeba „zajrzenia” do wnętrza badanego obiektu bez naruszania struktu-ry tego obiektu. Bezinwazyjność ta wymagana jest z różnych przyczyn 
np. nie można tego dokonać z powodu rozmiaru  obiektu czy jego położenia lub po prostu jest to niewskazane np. tomografia głowy. Tomografia komputerowa ma bardzo szerokie zastosowanie. Pierwszym (i najczęściej jedynym dla większości osób) polem, na którym stosowana być może tomografia komputerowa jest medycyna (patrz [1], [4]). 

Tomografia komputerowa znajduje zastosowanie również w geologii –  mo-że być użytecznym narzędziem przy badaniu struktury próbek geologicz-nych. Kolejną dziedziną zastosowań tomografii jest przemysł. Przy pomocy tomografu poszukiwane mogą być wady znajdujące się wewnątrz elemen-tów konstrukcyjnych (np. pęcherzyki powietrza, które znacznie mogą zmniejszać wytrzymałość danego elementu). W przemyśle tomografia kom-puterowa stosowana być może również w górnictwie. W pokładach węgla lub innych skał poszukiwane mogą być różnego typu niebezpieczne lub niepożądane obiekty. 

Metody odtwarzania obrazów bazują na stratach energii promieniowania podczas prześwietlania badanego obiektu. Straty te można wyrazić za po-mocą równania:
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początkowe natężenie promieniowana;


[image: image3.wmf]-

)

(

U

I

natężenie promieniowania po przejściu drogi o długości U;
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 funkcja określająca przestrzenny rozkład współczynnika absorpcji w badanym
     obiekcie.

Równanie to możemy zapisać w następującej postaci:
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Analizowana wielkość jest funkcją stosunku natężenia  promieniowania wysyłanego w kierunku punktu badanego obiektu do natężenia promie-niowania po przejściu przez to ciało. 

Aby można było uzyskać na podstawie projekcji obraz wnętrza badanego obiektu należy wielkość p sparametryzować – uzależnić od zmiennych l, opisującą oś prostopadłą do kierunku padania promieniowania, oraz 
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, kąta pomiędzy promieniem, a osią OX, czyli 
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gdzie:
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Przekształcenie to nazywa się transformatą Radona. W rzeczywistości 
to przekształcenie odbywa się samoczynnie (po prostu podczas przenikania promieniowania następuje pewna strata energii) (patrz [1], [3], [5]). 

Dużo bardziej istotna jest druga faza w tomografii, gdzie projekcje zamie-niane są na obraz. Za tę fazę odpowiada algorytm odtwarzania obrazu. 
W referacie omówione  algorytmy, które zostały zaprogramowane i spraw-dzone na konkretnych przykładach obliczeniowych.

2. ALGORYTM SPLOTU I ZWROTNEJ PROJEKCJI

Algorytmy tego rodzaju wykorzystują wprost przekształcenie Radona. Transformata ta jest przekształceniem działającym z przestrzeni obrazów 
w przestrzeń rzutów, a transformata odwrotna z przestrzeni rzutów w przes-trzeń obrazów. 

Najpowszechniej stosowaną metodą uzyskiwania obrazów w tomografii komputerowej jest algorytm splotu i wstecznej projekcji dla wiązki równo-ległej [1], [3], [4], [6]. Dzieje się tak dlatego, że metoda ta zapewnia dobrą jakość obrazu przy stosunkowo niewielkiej złożoności obliczeniowej. Wadą tej metody jest konieczność wysokiej dokładności uzyskiwanych projekcji oraz ich duża liczba. 

Algorytm pozyskiwania projekcji przedstawiony jest na poniższym rysunku:
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Rys. 1. Pozyskiwanie projekcji dla wiązki równoległej

Na rys.1 wprowadzone są następujące oznaczenia: 1 – źródło promienio-wania; 2 – system dekoderów; 3 – projekcje (P1 projekcja dla kąta 
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P2 dla 
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); 4 – badany obiekt.

Algorytm ten (a dokładniej: jego dyskretną postać) możemy przedstawić 
w następujących krokach:

a) dyskretyzacja odtwarzanego obszaru – badany obiekt wpisujemy 
w kwadrat o boku a następnie kwadrat ten umieszczamy w układzie współrzędnych tak, że jego środek pokrywa się ze środkiem układu, a następnie kwadrat ten dzielimy na k2 przystających kwadratów. Gęstość badanego obiektu będziemy odtwarzać w wybranych pun-ktach kwadratów powstałych po dyskretyzacji (np. w ich środkach);
b) wyznaczamy wartości wszystkich dyskretnych projekcji tzn. projekcje dla każdego kąta 
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 (patrz rysunek nr.2), gdzie 
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 i dla każdej prostej l, gdzie 
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c) dla każdej prostej lj i każdego kąta 
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 obliczamy dyskretną postać splotu: 
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, gdzie k jest jądrem – dyskretnym odpowiednikiem mnożnika. Jedną z możliwych postaci tego jądra (sprawdzonym w omawianym dalej programie) jest: 
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d) dla przekształceń ciągłych, dla każdego odtwarzanego punktu ba-danego obiektu istnieje kąt i prosta (dokładniej nieskończenie wiele kątów i dla każdego z nich prosta), która przechodzi przez ten punkt. W przypadku dyskretnej formy algorytmu najczęściej jest tak, że dla danego kąta nie istnieje prosta, która by przez ten punkt prze-chodziła. Należy wówczas dokonać aproksymacji, tzn. znaleźć dwie najbliżej położone projekcje i założyć, że projekcja dla tego punktu jest średnią warzoną obu tych znalezionych sąsiednich projekcji. 
W ten sposób otrzymamy w każdym odtwarzanym punkcje przybliżoną projekcję: 
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 gdzie: 
[image: image20.wmf]h

l

l

a

k

k

-

=

+

1

 oraz 
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 (patrz rysunek poniżej);
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Rys. 2.  Aproksymacja hipotetycznego promienia

e) w każdym punkcie odtworzenia obliczamy gęstość ze wzoru: 
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3. ITERACYJNE  ALGORYTMY ALGEBRAICZNE

Algorytmy z grupy technik algebraicznych (ART – Algebraic Reconstruc-tion Techniques), są drugą pod względem popularności rodziną metod rekonstrukcji obrazów [3], [4]. Różnice pojawiają się już na samym wstępie. W algorytmach ART już na samym początku zakładamy, że odtwarzany obraz składa się ze skończonej ilości elementów (pikseli), a więc dys-kretyzację wprowadza się przed wprowadzeniem dyskretnej formy ciągłego algorytmu. Po podzieleniu obszaru na k2 przystających kwadratów (pikseli) zakładamy, że badany obiekt wewnątrz danego piksela ma stały współ-czynnik absorpcji promieniowania – czyli na tym pikselu stałą wartość. 
Algorytmy ART posiadają jeszcze jedna ważną zaletę – są niezależne od geometrii układu (na rysunku przedstawiona jest geometria wiązki równoległej, ale równie dobrze mogłaby to być wiązka uformowana w wa-chlarz). Algorytmy ART składają się z dwóch głównych części: 

a) utworzenie układu równań;

b) rozwiązanie tego układu.

Wszystkie algorytmy rodziny ART mają wspólną cześć pierwszą – macierz przecięć i wektor projekcji. Załóżmy wiec, że dany jest już układ równań 
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 Do rozwiązania tego układu zastosujemy  iteracyjny  algorytm ART-3:

a) po pierwsze wybieramy dowolny (np. zerowy) wektor x​0;

b) (k+1)-wektor rozwiązań otrzymamy z następującej formuły: 
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gdzie: 
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Sens powyżej formuły przedstawiony jest następujący: obliczając kolejne rozwiązanie xk+1 na podstawie rozwiązania xk możemy napotkać trzy przypadki. Rozwiązanie poprzednie xk znajduje się dalej niż 
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 od i-tej hiperpłaszczyzny – rozwiązanie xk+1 otrzymujemy przez rzut prostokątny xk. Rozwiązanie xk znajduje się bliżej niż 
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 od i-tej hiperpłaszczyzny, ale dalej niż 
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e

 – rozwiązanie xk+1 otrzy-mujemy przez odbicie xk.  w najbliższej hiperpłaszyźnie. Rozwiązanie xk znajduje się bliżej niż 
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e

 od i-tej hiperpłaszczyzny – rozwiązanie xk+1 przyjmujemy więc równe xk. W formule tej pi oznacza i-tą war-tość wektora projekcji, 
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 jest dokładnością rozwiązania – można przyjąć, że 
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, gdzie s jest numerem iteracji (czyli dla 
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 pierwszych obliczanych wektorów s=1, dla kolejnych 
[image: image34.wmf])

1

2

(

+

×

n

m

 wektorów s=2 itd.), ai jest i-tym wierszem macierzy A, 
a przez (x, y) oznaczamy iloczyn skalarny wektorów x i y;




c) jak w ogólnym opisie w poprzednim podrozdziale algorytm możemy przerwać po zadanej z góry ilości wykonanych iteracji lub porów-nując kolejne rozwiązania – jeśli różnica jest dostatecznie mała – algorytm zatrzymuje się, jeśli nie tworzymy kolejny wektor i badamy różnicę.

4. OPIS PROGRAMÓW

Programy wykonujące proces odtwarzania gęstości napisane zostały w ję-zyku programu Mathematica firmy Wolfram Research, a następnie w języ-ku C++. Mathematica jest programem stworzonym do wykonywania obli-czeń symbolicznych i numerycznych. Wyposażona jest ona w duże moż-liwości graficzne oraz edycyjne, nadaje się więc doskonale do wszelkiego typu zagadnień technicznych [2]. Kompleksowość tego środowiska oznacza, że nie potrzebne jest żadne dodatkowe oprogramowanie, aby zdefiniować problem a następnie rozwiązać go, przeprowadzić graficzną  wizualizację otrzymanych wyników, a wszystko przygotować w formie gotowej do dru-ku. Jedyną wadą w porównaniu z językiem C++ jest czas wykonywania obliczeń, tutaj zdecydowanie przewaga jest po stronie C++. Ostateczna wersja to współpraca obydwu środowisk: obliczenia wykonywane są w śro-dowisku C++, a ich wizualizacja odbywa się w środowisku Mathematica.

Oczywiście, aby sprawdzić skuteczność danego algorytmu nie konieczne jest badanie obiektów rzeczywistych. Ponieważ znana jest postać tran-sformaty Radona, możemy wykonać ją na konkretnych funkcjach uzyskując w ten sposób funkcje projekcji, a stąd jej dyskretną postać potrzebną 
do badanych algorytmów. Typowym przykładem takiej funkcji (na tejże funkcji przeprowadzane były eksperymenty badające wydajność i skutecz-ność algorytmów) jest:
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Współczynniki w tej funkcji odpowiadają za szerokość, wysokość i położe-nie na płaszczyźnie Gaussianów. Wykresy dwóch przykładowych funkcji (wykonane w programie Mathematica) pokazane są na poniższym rysunku:

	a)
	b)
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Rys. 3. Wykresy badanych funkcji.

Na rysunku 3a przedstawiona jest funkcja 
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 Funkcja projekcji dla tej funkcji przedstawia się równaniem:


[image: image43.wmf].

)

(

sin

)

(

cos

)

sin

cos

(

exp

)

(

sin

)

(

cos

)

,

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

þ

ý

ü

î

í

ì

+

+

+

+

-

-

×

+

+

+

=

q

j

q

j

q

q

q

j

q

j

p

q

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

b

a

x

y

l

b

a

b

a

c

l

p


3.1.  Program dla algorytmu splotu dla wiązki równoległej

Wejściowe parametry użyte w programie to:

m – ilość kątów, pod którymi wykonywane są projekcje;

pro – ilość prostych znajdujących się po każdej ze stron promienia głów-nego, wzdłuż których dokonywane są projekcje. Ilość l promieni dla każ-dego kąta wynosi 
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;

a – połowa boku kwadratu, w który wpisany został badany obiekt;

n – ilość części, na jakie podzielony został bok kwadratu, w który wpisany jest badany obiekt. Cały kwadrat podzielony jest na n2 części.

Program składa się z kilku bloków: 

pomocnicze operacje:

a) zdefiniowanie funkcji projekcji;

b) utworzenie tablicy dyskretnych wartości funkcji projekcji – jest 
to tablica dwuwymiarowa zależna od kąta 
[image: image45.wmf]q

 i prostej l (patrz 3.1 punkt b);

c) utworzenie tablicy x-owych współrzędnych środków kwadratów;

d) utworzenie tablicy y-owych współrzędnych środków kwadratów;

obliczenie wartości splotów – jest to tablica dwuwymiarowa zależna od kąta 
[image: image46.wmf]q

 i prostej l –  (patrz 3.1 punkt c);
aproksymacja hipotetycznego promienia – dla każdego ze środków n2 kwa-dratów (jest to realizacja algorytmu 3.1 punktu d):

a) dla każdego kąta 
[image: image47.wmf]q

 i każdego środka kwadratu wyznaczenie nu-merów prostych położonych najbliżej danego środka kwadratu, wzdłuż których przechodzą projekcje, które znajdują się w tablicy dyskretnych wartości projekcji;

b) dla każdego kąta 
[image: image48.wmf]q

 i każdego środka kwadratu wyznaczenie średniej ważonej obu znalezionych wcześniej sąsiednich projekcji;

odtworzenie wartości  badanej funkcji – dla każdego środka kwadratu (patrz 3.1 punkt e);

graficzna prezentacja otrzymanych wyników i uzyskanych błędów.

3.2.  Program dla algorytmu ART-3 dla wiązki równoległej

Wejściowe parametry użyte w programie to:

m – ilość kątów, pod którymi wykonywane są projekcje;

pro – połowa ilości prostych, wzdłuż których dokonywane są projekcje. Ilość l promieni 

    dla każdego kąta wynosi 
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a – połowa boku kwadratu, w który wpisany został badany obiekt;

n – ilość części, na jakie podzielony został bok kwadratu, w który wpisany jest badany obiekt. Cały kwadrat podzielony jest na n2 części;

iter​ – ilość iteracji w procesie rozwiązywania układu równań (patrz 4.2 punkt c).

Program składa się z następujących bloków: 

pomocnicze operacje:

a) zdefiniowanie funkcji projekcji;

b) utworzenie tablicy dyskretnych wartości funkcji projekcji, a więc uzyskanie wektora P (patrz 4.1) – jest to tablica dwuwymiarowa zależna od kąta 
[image: image50.wmf]q

 i prostej l ;

c) utworzenie tablicy x-owych współrzędnych wierzchołków kwadra-tów;

d) utworzenie tablicy y-owych współrzędnych wierzchołków kwadra-tów;

wyznaczenie macierzy przecięć  Blok ten składa się z 3 części:

a) przecięcia dla kąta 
[image: image51.wmf]q

=0 (przypadek szczególny – promienie są rów-noległe do osi OX, a tym samym do boków kwadratów);

b) przecięcia w przypadku, gdy 
[image: image52.wmf]q

 jest kątem prostym, jak poprzednio jest to przypadek szczególny – proste są prostopadłe do osi OX, 
a tym samym do boków kwadratów. Warunek ten zachodzi tylko wtedy, gdy ilość kątów 
[image: image53.wmf]q

 jest liczbą parzystą;

c) przecięcia w pozostałych przypadkach;

usuwanie wierszy zerowych – z macierzy przecięć i odpowiadającym im ele-mentom wektora projekcji. Ponieważ badana funkcja jest określona na całej płaszczyźnie, więc projekcje nie będą zerowe. Wiersze zerowe w macierzy przecięć powstają wtedy, gdy pewien promień przechodzi poza kwadratem, w który wpisany jest badany obiekt. Wiersz taki generowałby sprzeczność, dlatego należy go usunąć (razem z odpowiadającym mu elementem wektora     projekcji P). Otrzymujemy w ten sposób nowy układ równań: 
[image: image54.wmf],
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 który rozwiążemy.

rozwiązanie układu równań – sposób opisany w 4.3 punkty a) – c);

graficzna prezentacja otrzymanych wyników i uzyskanych błędów.

4. WYNIKI PRZEPROWADZONYCH EKSPERYMENTÓW

W rozdziale tym zaprezentowane zostały wyniki uzyskane przy pomocy al.-gorytmów opisanych w poprzednich rozdziałach. W pierwszej części omó-wione są wyniki dla algorytmu splotu, a w drugiej dla algorytmu ART-3. 
W obydwu przypadkach pokazane będą na jednym przykładzie:

a) wykres dokładnych wartości;

b) wykres odtworzonych wartości;

c) wykres uzyskanych błędów;

oraz ujęte w tabelę wartości uzyskanych błędów dla zmieniających się war-tości parametrów (ilość kątów 
[image: image55.wmf]q

 i prostych l).

4.1.  Algorytm splotu

We wszystkich przykładach rozpatrzonych w tym rozdziale kwadrat, 
w który wpisany jest badany obiekt ma bok długości 1,6 (a=0,8) i jest on podzielony na 1032 części (n=32).

Parametry badanej funkcji:
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przyjęły następujące wartości:
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 więc badana funkcja jest postaci: 
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. Funkcja projekcji dla tych para-metrów przyjmuje postać: 
[image: image59.wmf].

5

)

25

exp(

)

,

(

2

l

l

p

-

=

p

q


	a)
	b)

	[image: image60.png]



	[image: image61.png]





Rys. 4. Algorytm splotu dla 9 kątów i 51 promieni. Wykres a) odtwo-rzonych wartości  i b) wartości dokładnych.

Poniższy rysunek przedstawia wykres uzyskanych błędów. 
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Rys. 5. Wykres uzyskanych błędów algorytmu splotu dla 9 kątów i 51 pro-mieni.

Wyniki pozostałych eksperymentów przedstawione są w tabeli 1, gdzie: 
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Tabela 1. Wartości maksymalnych i średnich błędów dla ustalonej ilości kątów.
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4.2.  Algorytm ART-3

We wszystkich przykładach rozpatrzonych w tym rozdziale, kwadrat, w któ-ry wpisany jest badany obiekt ma bok długości 2 (a=1), lecz w przeci-wieństwie do poprzedniego algorytmu, nie można ustalić n ponieważ najlepsze wyniki uzyskuje się w przypadku, kiedy układ równań jest możliwie najbardziej zbliżony do układu kwadratowego, więc n dobierane jest dla ustalonej liczby kątów i prostych. Parametry badanej funkcji są takie same jak w poprzednim rozdziale 6.1.  Poniższe wykresy są wynikiem pracy algorytmu splotu dla 9 kątów, 50 prostych i 9 iteracji.

	a)
	b)
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Rys. 6.  Wykres a) – wykres odtworzonych wartości i b) – wykres dokład-nych wartości  dla algorytmu ART-3 dla 9 kątów i 50 promieni.
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Rys. 7.  Wykres uzyskanych błędów dla algorytmu ART-3 dla 9 kątów i 50 promieni.

W tabeli 2 znajdują się błędy algorytmu ART-3 dla różnych parametrów n, m, l i iter.

Tabela 2.   Wartości maksymalnych i średnich błędów.
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Jak widać z ostatniego wiersza, początkowe aproksymacje generowały dość duże błędy, lecz zwiększając ilość iteracji błędy te systematycznie malały. Dodając kolejne iteracje otrzymamy coraz mniejsze błędy. Pokazane jest to w poniższej tabeli dla m =14, l  = 88, n = 33: 

Tabela 3. Wzrost dokładności rozwiązania wraz ze wzrostem liczby iteracji.
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	Iter =15
	0.027
	2.705 %
	0.00149

	Iter =20
	0.025
	2.585 %
	0.00138

	Iter =50
	0.021
	2.144 %
	0.00130


5. PODSUMOWANIE

Przy zwiększaniu ilości informacji o badanym obiekcie (liczba kątów i pros-tych) zwiększa się dokładność uzyskanego odtworzenia. Widoczne jest to 
w tabelach 1 - 3  poprzez systematyczne zmniejszanie się uzyskiwanych błędów. Dodatkowo zauważyć można, że algorytm splotu potrzebuje dla uzyskania mniejszych błędów zwiększania obydwu parametrów, czyli więk-szej ilości kątów i promieni, a w przypadku algorytmu ART-3 bardziej pożą-dane jest  zwiększanie ilości promieni, przy stosunkowo niewielkim wzroś-cie ilości kątów. Na tej podstawie można dobierać odpowiedni algorytm 
do danego zagadnienia. Jeśli jesteśmy w stanie wykonać wiele projekcji przy niewielkiej ilości kątów – wygodniej posłużyć się w procesie dotwa-rzania informacji algorytmem ART-3, a gdy mamy możliwość wykonania wielu projekcji dla wielu kątów, wtedy warto posłużyć się algorytmem splotu.
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